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Аннотация
Статья посвящена свойству дизъюнктности степеней вполне эргодической огра-
ниченной конструкции ранга один и некоторым обобщениям этого результата. Рас-
смотрены приложения к задаче независимости функции Мёбиуса от последователь-
ности, индуцированной ограниченй конструкцией.
Ключевые слова: Эргодическая степень преобразования, конструкция ранга один,
дизъюнктность динамических систем, функция Мёбиуса.
Интерес к озаглавленой тематике связан со следующим наблюдением. Огра-
ниченные конструкции ранга один при условии, что все их ненулевые степени
эргодичны, обладают нетривиальными слабыми пределами степеней. Это вле-
чет за собой дизъюнктность (в смысле работы [1]) степеней конструкций, что
в силу результатов [2] приводит к независимости ограниченных конструкций
от функции Мёбиуса. Таким образом, задача о дизъюнктности степеней пре-
образований, ранее рассматриваемая как специальная задача в рамках теории
самоприсоединений, получила интересное приложение.
Известная гипотеза [3] утверждает для строго эргодического гомеоморфизма
S : X → X с нулевой топологической энтропией выполнение свойства
N∑
i=1
f(Six)µ(i) = o(N),
где f ∈ C(X), а µ – функция Мёбиуса. Это свойство в статье называется неза-
висимостью от функции Мёбиуса (в цитированной литературе оно называется
свойством дизъюнктности или ортогональности).
В [4] Бурген исследовал произведения Рисса и подтвердил упомянутую гипо-
тезу Сарнака для ограниченных конструкций ранга один. В [5] методом слабых
пределов степеней показано, что для вполне эргодической ограниченной кон-
струкции ее положительные степени дизъюнктны. Это упростило доказатель-
ство упомянутого результата Бургена. В работе [6] авторы доказали спектраль-
ную дизъюнктность степеней слабо перемешивающей конструкции ранга один,
обладающей так называемой неплоской ограниченной рекуррентностью. Отме-
тим, что спектральную дизъюнктность степеней преобразования иногда можно
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устанавливать методом слабых пределов даже при отсутствии нетривиальных
пределов (см. [7]). Для наших целей достаточно установить только дизъюнкт-
ность степеней. Отметим, что недавно А.А. Приходько построил поток ранга 1
с лебеговским спектром [8]. Преобразования, входящие в такой поток, облада-
ют спектрально изоморфными степенями. Однако, их степени дизъюнктны в
смысле работы [1], что было замечено в [9].
Цель этой заметки – изложить, следуя идеям [5], [6], простое доказательство
дизъюнктности степеней упомянутых конструкций. Также будет показано, как
редуцировать эргодический случай к вполне эргодическому, чтобы установить
свойство независимости ограниченых конструкций ранга один от функции Мё-
биуса.
1 Достаточное условие дизъюнктности степеней преобразования
Обратимые сохраняющие меру преобразования вероятностного пространства
Лебега (X, ν) в статье для краткости называются преобразованиями. Ниже мы
пользуемся терминологией марковских (стохастических) сплетающих операто-
ров (см., например, [9]). Преобразования S и T (как операторы в пространстве
L2(X, ν), ν(X) = 1) называются дизъюнктными, если для любого марковского
оператора J равенство SJ = JT влечет за собой J = Θ, где Θ – ортопроекция
на пространство констант в L2(X, ν). Это определение дизъюнктности эквива-
лентно класcическому определению [1], использующему понятие присоединения
(joining).
Преобразование T называется вполне эргодическим, если все его ненулевые
степени эргодичны. Это эквивалентно тому, что для любого марковского опе-
ратора J и любого i > 0 равенство T iJ = J влечет за собой J = Θ.
Марковский оператор J , удовлетворяющий условию сплетения SJ = JT ,
будем называть неразложимым, если его нельзя представить в виде выпуклой
суммы различных марковских операторов, сплетающих S и T .
Лемма 1. Пусть S, T – вполне эргодические пребразования, а J 6= Θ –
неразложимый оператор, удовлетворяющий условию сплетения
SqJ = JT p,
где q, p взаимно просты. Если выполнено
Q(S)J = JP (T ),
где Q(S) =
∑
i aiS
i, P (T ) =
∑
j bjT
j,
∑
i ai = 1 =
∑
i bj, ai, bj ≥ 0,
то ряды Q и P являются pq -подобными: найдется ряд R такой, что
Q(S) = R(Sq), P (T ) = R(T p).
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Доказательство. Заметим, что операторы вида SkJ, JTm неразложимы, так
Sk, Tm обратимы, а J неразложим. Тогда из равенства Q(S)J = JP (T ) вытека-
ет, что члены ряда
∑
i aiS
iJ совпадают с членами ряда
∑
j bjJT
j. Следовательно,
при ai 6= 0 для некоторого j выполнено bj 6= 0 и
SiJ = JT j.
Если i 6= 0, то j 6= 0, так как из эргодичности Si при условии SiJ = J получим
J = Θ. Имеем SiJ = JT j, ij 6= 0. Тогда SiqJ = JT jq, а из SqJ = JT p
следует SiqJ = JT ip. Таким образом, J = JT jq−ip. Но преобразование T вполне
эргодично, значит, jq = ip. Так как q, p взаимно просты, получаем i = qr, j =
pr. Тем самым мы показали, что
ai = biq/p,
∑
r aqr = 1,
∑
r bpr = 1.
Это означает то, что ряды Q и P являются p
q
-подобными.
Из леммы 1 непосредственно вытекает
Лемма 2. Пусть вполне эргодическое преобразование T обладет слабыми
пределами вида T qni → Q(T ), T pni → P (T ). Если ряды Q(T ) и P (T ) не явля-
ются p
q
-подобными, то T q и T p дизъюнктны.
2 Дизъюнктность степеней частично ограниченных конструкций
Конструкция ранга 1 задается следующим параметрами: числом h1 (высота на-
чальной башни), последовательностью rj (число колонн, на которое разрезается
башня на этапе с номером j) и последовательностью массивов из высот надстро-
ек над колоннами (sj(1), sj(2), . . . , sj(rj− 1), sj(rj)). Высота башни с номером j
вычисляется по формуле hj+1 +1 = (hj +1)rj +
∑rj
i=1 sj(i). Подробное описание
конструкций ранга 1 можно найти в цитируемых работах. Если все параметры
rj и sj(i) ограничены, то конструкция называется ограниченной.
Теорема 1. Пусть T – вполне эргодическая ограниченная конструкция. То-
гда степени T p и T q дизъюнктны для всех положительных чисел q 6= p.
Несложное доказательство этой теоремы приведено в [5] (см. §7). В [6] авторы
рассмотрели следующее интересное обобщение ограниченных конструкций. На-
зовем конструкцию частично ограниченной, если параметры конструкции огра-
ничены для этапов j из некоторого подмножества натурального ряда, содержа-
щего сколь угодно большие целочисленные интервалы. Из этой системы интер-
валов можно выбрать такую подсистему интервалов Jk = {jk, jk+1, . . . , jk+lk},
что параметры конструкции совпадают для всех этапов вида jk+m при k ≥ m.
В работе [6] эквивалентное свойство называлось рекуррентной ограниченно-
стью. Если же величина высот надстроек стабилизируется на некотором по-
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стоянном значении, т.е. sj(i) = s для всех j ∈ Jk и i ≤ rj, то такие конструкции
называют рекуррентно плоскими.
Рассмотрим взаимосвязи между слабыми пределами степеней рекуррентно
ограниченных преобразований. Далее используем следующие обозначения
Hj = −hj − sj , sj = min{sj(1), sj(2), . . . , sj(rj − 1)}
и
Pd,m(T ) := lim
k→∞
T dHjk+m.
Стандартные вычисления слабых пределов степеней преобразований ранга 1
приводят к следующим соотношениям:
Pd,m(T ) = . . .+ ad,mT
N(d,m)P1,m+1, (∗)
P1,m(T ) = aI + . . . , a > 0.
Покажем, как из этих соотношений вытекает неограниченность или же плос-
кое поведение надстроек. Для P (T ) =
∑
z azT
z определим P ⊂ Z, положив
P = {z ∈ Z : az > 0}.
Из леммы 2 имеем
Pp,m ⊂ pZ.
Отметим, что из P1,m(T ) = aI+ . . . (тем самым 0 ∈ P1,m+1) в силу (∗) вытекает,
что
P1,m+1 ⊂ pZ.
В силу того, что любая сумма чисел sj(i) делится на p, при условии, что
каждое из чисел sj(i) делится на p, получим
Pq,m+1 ⊂ (P1,m+1 +P1,m+1 + . . .+P1,m+1) (q слагаемых). Это влечет за собой
Pq,m+1 ⊂ pZ.
Из леммы 2 следует
Pp,m+1 =
p
q
Pq,m+1 ⊂ p
2
Z.
Итак
P1,m+2 ⊂ p
2
Z,
повторяя рассуждение, получим P1,m+3 ⊂ p
3
Z, P1,m+4 ⊂ p
4
Z, . . . .
Тем самым для частично ограниченных конструкций мы показали, что для
любого натурального m при достаточно большом k ограниченные разности
sjk+m(i) − sjk+m(
′i) делятся на pm. Условие ограниченности параметров кон-
струкций запрещает это для больших значений pm.
Получили для всех m таких, что pm > s плоское поведение надстроек:
sjk+m(1) = sjk+m(2) = . . . = sjk+m(rjk+m − 1) := sk,m.
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Нетрудно видеть, что для фиксированных m,m′ локальные константы склеива-
ются: sk,m = sk,m′ для всех больших k. Действительно, если константы различ-
ны, то в слабом замыкании возникает нетривиальный ограниченный полином,
который в силу сказанного выше запрещен. Подведем итог.
Теорема 2. Вполне эргодическая частично ограниченная конструкция, у
которой степени T p и T q не дизъюнктны для некоторых взаимно простых
чисел q, p является рекурентно плоской конструкцией.
Эта теорема вытекает из результатов [6]. Мы привели упрощенное доказа-
тельство.
В случае плоских конструкций возникает дополнительная возможность: по-
сле серии плоских надстроек разрешаются неограниченные надстройки. Для
широкого класса таких надстроек из условия сплетения T qJ = JT p можно по-
лучить соотношение вида
((1− qε)I + qεΘ)J = J((1− pε)I + pεΘ), (I,Θ)
где ε > 0 – некоторое маленькое число. Но это при q 6= p очевидным образом
приводит к дизъюнктности степеней T q и T p, т. е. к равенству J = Θ.
Имееются слабо перемешивающие преобразования ранга 1 с изоморфными
степенями [10],[11],[12]. Такие преобразования не могут обладать слабыми пре-
делами степеней, которые фигурируют в формулах (I,Θ) и (I,P) (см. ниже).
3 Независимость функции Мёбиуса и ограниченой конструкции
В [4] Бургеном было доказано следующее утверждение.
Теорема 3. Ограниченные конструкции ранга 1 независимы от функции
Мёбиуса.
Доказательство. Ограниченная конструкция принадлежит одному из пере-
численных классов:
1. системы с дискретным рациональным спектром (одометры),
2. плоские слабо перемешивающие конструкции,
3. неплоские слабо перемешивающие конструкции,
4. неплоские конструкции с конечным компактным фактором (некоторая сте-
пень этой конструкции является прямой суммой слабо перемешивающих огра-
ниченных слабо перемешивающих конструкций). Таким образом, доказатель-
ство разбивается на 4 части.
1. Для одометров независимость от функции Мёбиуса вытекает из известно-
го факта
∑N
i=1 µ(pi) = o(N). Дело в том, что для любого n одометр является
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циклической перестановкой p > n множеств E, TE, . . . , T p−1E, индикаторы ко-
торых в виде линейной комбинации близки к заданной непрерывной функции.
Поэтому задача сводится к рассмотрению индикаторов χE этих множеств. А
для них все известно: для x ∈ E
N∑
i=1
χE(T
ix)µ(i) =
∑
0<i≤N/p
µ(pi) = o(N).
2. Как было показано в [5](§7), если ограниченная конструкция не является
одометром, но обладает плоскими надстройками (является плоско рекуррент-
ной), то и в этом случае возникают нетривиальные полиномиальные пределы
вида (1−mε)I +mεP . А именно, из условия сплетения T qJ = JT p получим
((1− qε)I + qεP )J = J((1− pε)I + pεP ) (I,P)
для некоторого полинома P 6= I и малого ε > 0, что приводит к J = JT k, k 6= 0,
следовательно, если T k – эргодическая степень, то J = Θ. Это влечет за собой
(в силу [2]) независимость "процесса" T от функции Мёбиуса.
3. В этом случае применяем теорему 2.
4. Осталось изучить случай, когда некоторая степень преобразования T не яв-
ляется эргодической. Если ограниченная конструкция T не является одометром
и не является вполне эргодической, то T как оператор обладает собственным
значением λ таким, что для некоторого (минимального) числа d > 0 выполнено
λd = 1, причем λ порождает группу всех собственных значений оператора T .
Этот факт есть следствие наличия нетривиального полинома P (T ) =
∑
i aiT
i 6=
I как слабого предела степеней. Действительно, из
∣∣∣
∑
i aiλ
i
∣∣∣ = 1 следует, что
при ak 6= 0 выполнено λ
k = 1. Положим d = min{k − k′ : akak′ 6= 0, k 6= k
′}.
Такая группа собственных значений возникает только в том случае, если ав-
томорфизм T циклически переставляет некоторые множестваE, TE, . . . , T d−1E,
причем ограничение S = T d|E является слабо перемешивающим автоморфиз-
мом (имеет непрерывный спектр) на пространстве E.
Число d обязано делить высоты колонн с надстроенными над ними этажами,
т. е. d делит числа hj + sj(i) для всех достаточно больших j. Действительно,
пусть этаж башни на "бесконечно большом"шаге j с бесконечно малой отно-
сительной погрешностью содержится в множестве E. Если бы нашлась такая
колонна с номером i, что hj + sj(i) = dM + q, 0 < q < d, то получим, что
часть множества E меры больше, чем ν(E)/r− ε (число r ограничивает число
колонн) оказалась бы вне множества E. Но это противоречит инвариантности
E относительно степени T d.
Таким образом, S = T d|E является ограниченной слабо перемешивающей
конструкцией. Но ранее мы уже доказали дизъюнктность степеней для нее.
Поэтому S независима от функции Мёбиуса: для f ∈ C(E) (мы рассматриваем
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E как отрезок) и n > 0 имеем
N∑
i=1
f(Snix)µ(i) = o(N).
Рассмотрим f как функцию на X, доопределив ее нулем вне множества E.
Пусть d простое. Для функции Мёбиуса выполнено µ(d) = −1, µ(d2k) = 0 и
µ(dk) = µ(d)µ(k) при k ⊥ d. Для x ∈ E получаем
N∑
i=1
f(T ix)µ(i) =
∑
0<k≤N/d
f(T dkx)µ(dk) =
∑
0<k≤N/d
f(Skx)µ(d)µ(k)−
−
∑
0<m≤N/d2
f(Sdmx)µ(d)µ(dm) =
o(N)
d
+
∑
0<m≤N/d2
f(Sdmx)µ(dm) =
=
o(N)
d
+
∑
0<m≤N/d2
f(Sdmx)µ(d)µ(m)+
+
∑
0<n≤N/d3
f(Sd
2nx)µ(dn) ≤
o(N)
d
+
o(N)
d2
+
N‖f‖
d3
.
Аналогично, для любого M для всех достаточно больших N получим
∣∣∣∣∣∣
N∑
i=1
f(T ix)µ(i)
∣∣∣∣∣∣
≤
N‖f‖
dM
;
N∑
i=1
f(T ix)µ(i) = o(N).
Теперь представим F ∈ C(X) как F =
∑d−1
i=0 fi, где suppfi ⊂ T
iE. Получаем
N∑
i=1
F (T ix)µ(i) = o(N).
Мы показали, что простые (prime) расширения сохраняют свойство независи-
мости от функции Мёбиуса. Если же d не является простым числом, выполня-
ем последовательно серию простых расширений в соответствии с разложением
числа d на простые множители.
Из теоремы 2 и описанной редукции эргодического случая к вполне эргоди-
ческому получаем следующий факт [6]: частично ограниченная конструкция
является плоско рекуррентной или обладает свойством независимости от
функции Мёбиуса.
Автор благодаритЖ.-П. Тувено (J.-P. Thouvenot) за стимулирующие беседы,
без которых эта статья вряд ли была бы написана, и выражает признательность
С.В. Тихонову за полезные замечания.
Список литературы
[1] Furstenberg H. Disjointness in ergodic theory, minimal sets, and a problem in diophantine
approximation. Math. System Theory, 1 (1967), 1-49
7
[2] J. Bourgain, P. Sarnak, T. Ziegler. Distjointness of Mobius from horocycle flows. From
Fourier Analysis and Number Theory to Radon Transforms and Geometry. Developments
in Mathematics Volume 28, 2013, 67-83
[3] P. Sarnak. Three lectures on the Mobius Function randomness and dynamics.
publications.ias.edu/sarnak/.
[4] J. Bourgain, On the correlation of the Mobius function with random rank-one systems.
arXiv:1112.1032
[5] V. V. Ryzhikov. Minimal Self-Joinings, Bounded Constructions, and Weak Closure of Ergodic
Actions. arXiv:1212.2602
[6] H. Abdalaoui, M. Lemanczyk, Th. De La Rue. On spectral disjointness of powers for rank-one
transformations and Mobius orthogonality. arXiv:1301.0134
[7] В. В. Рыжиков. Простой спектр тензорного произведения степеней перемешивающего
автоморфизма. Тр. ММО, 73, № 2, МЦНМО, М., 2012, 229-239
[8] А. А. Приходько. Полиномы Литлвуда и их приложения к спектральной теории дина-
мических систем. Матем. сб., (2013) (в печати).
[9] В. В. Рыжиков. Сплетения тензорных произведений и стохастический централизатор
динамических систем. Матем. сб., 188:2 (1997), 67-94
[10] O. N. Ageev. Spectral rigidity of group actions: applications to the case gr(t, s; ts = ts2).
Proc. Amer. Math. Soc., 134:5 (2006), 1331-1338
[11] A. I. Danilenko. Weakly mixing rank-one transformations conjugate to their squares. Studia
Math., 187:1 (2008), 75-93
[12] В. В. Рыжиков. Cпектральные кратности степеней слабо перемешивающего автомор-
физма. Матем. сб., 203:7 (2012), 149-160
Москва, МГУ им. М. В. Ломоносова,
механико-математический факультет
E-mail: vryzh@mail.ru
8
